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基于半正定松弛的到达频率差目标定位方法

毛晓婷，吴晓平

（湖州师范学院信息工程学院，浙江 湖州 313000）

摘 要：采用频率测量实现目标定位具有成本低、可靠性高的特点，仅利用到达频率差（frequency difference 

of arrival，FDOA）测量，提出了一种静态目标位置的精确定位方法。针对所建立的频率测量方程的高度非线

性这一问题，通过引入辅助变量，将其转化为矩阵形式的伪线性方程；然后利用半正定松弛（semi-definite 

relaxation，SDR）方法将非凸的加权最小二乘（weighted least square，WLS）问题松弛为半正定规划（semi-

definite programming，SDP）问题，从而进一步精确估计未知变量；最后对所提出方法的均方根误差（root-

mean-square error，RMSE）进行了分析，以验证其性能。仿真结果表明，在较低的高斯噪声水平下，所采用

的半正定松弛方法的性能能够达到克拉美罗下界（Cramer-Rao lower bound，CRLB），且该算法对几何形状具

有较高的鲁棒性；此外，在使用较少数量的传感器时，其RMSE性能要优于两阶段加权最小二乘（two-stage 

weighted least square，TSWLS）法。
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Abstract: The use of frequency measurements to achieve target positioning is characterized by low cost and high reli‐

ability. Using only frequency difference of arrival (FDOA) measurements, a precise localization method for static tar‐

get position was proposed. To address the highly nonlinear of the established frequency measurement equation, it was 

transformed into a pseudo-linear equation in matrix form by introducing auxiliary variables. Then the non-convex 

weighted least squares (WLS) problem was relaxed into a semi-definite programming (SDP) problem by using the 

semi-definite relaxation (SDR) method, so as to further accurately estimate the position of unknown variables. Fi‐

nally, the root mean square error (RMSE) of the proposed method was analyzed to verify its performance. The simula‐
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tion results show that the performance of the adopted semi-definite relaxation method is able to reach the Cramer-Rao 

lower bound (CRLB) at lower Gaussian noise levels and the algorithm is highly robust to geometry. In addition, its 

RMSE performance is better than that of the two-stage weighted least square (TSWLS) method for a smaller number 

of sensors.

Key words: frequency measurement, frequency difference of arrival, semi-definite relaxation, semi-definite program‐

ming, static target positioning

0　引言

随着智慧城市、无线通信以及数字电子技术

的飞速发展，无线传感器网络（wireless sensor 

network，WSN）在相关应用领域具有举足轻重

的地位。其中，WSN由大量被称为传感器节点

（sensor node，SN）的小型设备组成，这些节点

具有低成本、低功耗的特点且分布紧凑，因此被

应用于环境监测、工业设备监测等不同的监测领

域，并且可以在短距离内进行无线通信[1-2]。因

此，近几年，基于无线传感器网络来确定目标位

置的问题受到研究人员的广泛关注。

众所周知，对目标物体进行定位是通过部署

一些坐标已知的传感器，收集传感器与物体之间

的某些测量信息，例如传感器观测到的发射信号

的到达时间或频率，然后选择合适的定位算法来

实现的。常用的定位测量方法有到达时间（time 

of arrival，TOA）[3]、到达时间差（time differ‐

ence of arrival，TDOA）[4]、到达角度（angle of ar‐

rival，AOA）[5]和接收信号强度（received signal 

strength，RSS）[6]以及混合测量[7]。其中，TOA

和TDOA是与时间相关的距离测量方法，其测量

信息是信号从目标到传感器的飞行时间（即测量

距离）。它们的恒定飞行时间勾勒出一组圆或双

曲线。因此，目标位置可以通过由几个“目标—

传感器”对形成的测量时间轨迹的交点来估计。

AOA和RSS常受较大噪声的影响，并且AOA的

获取成本很高。此外，基于频率的测量方法，例

如多普勒频移（Doppler frequency shift，DFS）[8]

和到达频率差（frequency difference of arrival，

FDOA）[9]，是在目标和传感器之间存在相对运

动时所采用的测量方法，其包含目标或传感器的

位置和速度信息。因此，频率测量不仅取决于物

体的位置，还取决于物体的速度，并且这两个未

知参数是耦合在一起的。所以，从算法关系式的

角度，基于时间测量的目标定位要比频率测量更

加直接。当使用静态设备或复杂度较低的设备

时，通过TOA或TDOA等时间测量进行定位的性

能表现良好，精度较高。然而，时间测量会受某

些条件的限制，例如，TOA测量需要准确的时间

戳，TDOA则要求传感器设备间保持同步。在水

下环境中，保持时间同步具有一定的难度，通过

频率测量与之相比则能以较低的成本实现更高精

度的目标定位[10]。此外，从发射信号的角度，当

设备发射窄带信号或长脉冲持续时间信号[11]时，

频率测量具有较高的分辨率，定位更加准确。因

此，在上述情况下，使用频率测量方法进行定位

能更加准确地获得目标位置信息。然而，频率测

量模型与目标位置和速度呈高度非线性，这使得

仅采用频率测量的定位问题成为一个很大的

挑战。

目前，基于TDOA的定位已经得到深入的研

究[12-13]，但FDOA的定位研究却很少[14]。在很大

程度上是因为TDOA水平曲面是比较容易理解的

双曲面，而 FDOA的水平曲线和面要更加复杂。

为此，在通常情况下，大多数研究者采用TDOA

和FDOA相结合的测量方法[15-18]进行定位，以简

化模型所构建的方程，并使用极大似然估计

（maximum likelihood estimation， MLE）[19]、线

性代数法[20]和半正定松弛（semi-definite relax‐
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ation，SDR）[21]等相关定位求解算法获得方程的

解。其中，线性代数法通过引入辅助变量将非线

性问题转化为伪线性形式后，根据加权最小二乘

法（weighted least square，WLS）来表示未知源

位置。但是引入的辅助变量是相互独立的，这导

致WLS的求解精度较低。因此，文献[15,17]中

提出了一种两阶段加权最小二乘（two-stage 

weighted least square，TSWLS）法，该方法的第

二阶段利用第一阶段加权最小二乘（one-stage 

weighted least square，OSWLS）获得的估计值和

估计误差，并结合辅助变量与未知变量间的约束

关系来进一步精确未知变量估计。尽管如此，在

较高的高斯噪声水平下，该方法的均方根误差

（root mean square error，RMSE）会随着噪声的增

加而逐渐偏离克拉美罗下界（Cramér-Rao lower 

bound，CRLB），即产生阈值效应，从而导致性

能下降。

近年来，半正定松弛算法在目标定位领域被

广泛应用。其方法是先将模型所构建的方程伪线

性化，然后构造一个带约束的加权最小二乘

（constrained weighted least square，CWLS）问题，

最后利用SDR算法将非凸的CWLS问题松弛为一

个凸的半正定规划（semi-definite programming，

SDP）问题并应用凸优化工具包高效求解；然

而，与线性代数法相比，凸优化算法的复杂度较

高，计算时间长，但是凸优化能够实现变量间的

约束从而提供更加精确的估计结果。因此，Wang

等[16]首先基于鲁棒最小二乘来重新表述定位问

题，然后利用SDR方法进行求解；仿真结果表明

该方法有较好的鲁棒性，其性能可在较高的高斯

噪声水平下接近CRLB精度。考虑网格搜索法和

泰勒展开式这两种方法受成本和初始值设置的影

响，Zou等[18]提出了一种迭代的方法，首先利用

SDR方法将MLE问题松弛为一个凸的SDP问题，

从而获得要估计的目标位置和速度参数，并作为

初始值，然后利用初始值使用WLS更新速度估

计值，接着再通过SDR获得最终的位置估计，以

此提高估计精度。

然而，不同于上述文献[15-18]，本文没有结

合TDOA测量方法，而是参考文献[22]，在二维

空间下仅采用FDOA测量并基于SDR算法来提高

静态目标定位的求解精度。这是因为所提出的技

术对估计信号的载波频率偏差的敏感性低于直接

使用多普勒频移测量。此外，本文还将文献[14]

中的高斯一牛顿迭代法（Gauss-Newton iteration 

method，G-Newton）应用到所提模型中。经对

比，SDR方法在较小的高斯噪声范围内，其均方

根误差更加接近CRLB。与此同时，该方法在使

用更少的传感器的情况下，精度优于TSWLS方

法，并且对传感器速度变化不敏感，对几何形状

具有较高的鲁棒性，因此其性能在整体上优于文

献[22]中提出的TSWLS方法。

本文的数学符号较多，根据惯例将它们表示

如下：用粗体小写字母表示列向量，则在二维空

间下表示为 a =[x y]T；用粗体大写字母表示矩

阵，即A。然后分别用符号 (A)-1和 (A)T表示A矩

阵的逆运算和转置运算，用符号aa表示向量的

元素乘积运算；此外，矩阵的二范数运算用 A

表示。用a( )i 表示向量a的第 i个元素，A( )i j 表示

矩阵A的第 i行和第 j列元素。In表示维度为n ´ n

的单位矩阵。ρab代表a到b的单位向量，表示为

ρab =
a - b

 a - b
。Ñab代表 a对 b的偏导数，具体用

Ñab =
¶a
¶b

表示。tr (A)和 rank (A)分别代表A的迹

和秩，此外A-0意味着矩阵A是半正定的。

1　问题描述

假设在二维空间下(k = 2)，使用N个移动传

感器对静态目标仅采用到达频率差测量方法进行

定位，基于FDOA测量的静态目标定位如图 1所

示。其中移动传感器的位置和速度定义为已知
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的，并分别用向量 si =[xi yi ]
T 和 ṡi =[ẋi ẏi ]

T 表

示，其中 i = 12… N。待估计的目标位置则表示

为 uo =[xo yo ]T。传感器与估计目标之间存在相

对运动，从而产生多普勒效应。假设 uo- si 为目

标与第 i个传感器之间的欧氏距离；因此，第 i个

传感器的多普勒频率真实值表示为：

f o
i =-ρT

uosi
ṡi （1）

其中，ρT
uosi

=
(uo - si )T

 uo - si

 i = 23… N。

不失一般性，假设选择第 1个传感器作为参

考，由此得到第 i个传感器与参考传感器之间的

FDOA真实值，有以下计算式：

f o
i1 = f o

i - f o
1 （2）

在实际测量场景中，由于噪声的存在，测量

值需要加上额外的噪声Dfi1，表示为：

fi1 = f o
i1 +Dfi1 i = 23… N （3）

将式（3）中的所有等式合并构成矩阵形式，

表示为：

f =[ f21f31…fN1 ]T = f o +Df （4）

其中，Df =[Df21Df31…DfN1 ]TÎRN - 1，可以假

设噪声项Df服从均值为零，且协方差矩阵为∑
f

的高斯分布。

上述所提出的静态目标定位模型是利用

FDOA测量方法，即等式（3）来估计未知目标

位置 u，但是 FDOA 的表达式是高度非线性的，

难以精确求解。因此下文将详细阐述如何将等

式（3）转变为矩阵形式的伪线性方程，并根据

半正定松弛方法来求解未知的目标位置。

2　静态目标定位的半正定松弛方法

本文的目标是仅使用FDOA测量方法来估计

静态源的位置。由于FDOA的高度非线性，因此

引入辅助变量，将其构造成伪线性方程的矩阵形

式，从而将非线性的定位问题转化为 CWLS 问

题，然后采用SDR方法来求解。

首先，将式（1）代入式（2）中，并将 f o
1 移

到等式左边得到：

f o
i1 + f o

1 =-ρT
uosi

ṡi （5）

为了简便，对式（5）两边同乘 uo - si 后再

取平方，可以得到：

(uoTuo + sT
i si - 2sT

i uo )( f o
i1

2 + f o
1

2 + 2f o
i1 f o

1 )=

(uoT ṡi )2 + (sT
i ṡi )2 - 2sT

i ṡi ṡ
T
i uo （6）

其中，(uoT ṡi )2的值表示为：

(uoT ṡi )2 = ẋ2
i xo 2 + ẏ2

i yo 2 + 2ẋi ẏi x
o yo （7）

考虑到额外噪声的存在，对式（3）进行变

形得到 f o
i1 = fi1 -Dfi1，然后与式（7）一起代入

式（6）中。

由于噪声处于较小波动范围，并且由噪声项

构成的权重矩阵对未知参数的求解不敏感，因此

二次噪声项可以忽略不计，从而得到下列计

算式：

(sT
i ṡi )2 + f 2

i1sT
i si - 2(sT

i ṡi ṡ
T
i - f 2

i1sT
i )uo +

2ẋi ẏi x
o yo - ( f 2

i1 - ẋ2
i ) xo 2 - ( f 2

i1 - ẏ2
i ) yo 2 -

(2fi1sT
i si ) f o

1 - (sT
i si ) f o

1
2 + (4fi1sT

i )uo f o
1 +

(2sT
i )uo f o

1
2 - (2fi1 )uoTuo f o

1 - uoTuo f o
1

2 

-2f o
i d 2

i Dfi1 （8）

其中，d 2
i = uoTuo + sT

i si - 2sT
i uo。

图1　基于FDOA测量的静态目标定位
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为了构造关于式（8）的伪线性方程，假设

未知向量为：

α =[uoT βT
1  β

T
2  β

T
3  β

T
4 ]TÎRL1 （9）

其中，L1 = 13，除了uo是本文所要估计的未知目

标位置，其余的都是辅助变量，它们具体表

示为：

β1 =[xo yo xo 2 yo 2 ]T （10a）

β2 =[ f o
1  f

o
1

2 ]T （10b）

β3 =[uo f o
1  u

o f o
1

2 ]T （10c）

β4 =[uoTuo f o
1  u

oTuo f o
1

2 ]T （10d）

那么辅助变量与定义的未知参数uo之间的约

束关系可以用未知向量α来表示:

α(3)= α(1)α(2) α(4)= α(1)α(1) （11a）

α(5)= α(2)α(2) α(7)= α(6)α(6) （11b）

α(8:9)= α(1:2)α(6) α(10:11)= α(1:2)α(7) （11c）

α(12)= α
T
(1:2)α(8:9) α(13)= α

T
(1:2)α(10:11) （11d）

特别地，本文将参考传感器的多普勒频率真

实值假设为未知量，有表达式：

f o
1 =-

(uo - s1 )T ṡ1

 uo - s1

（12）

因此，依照上述同样的方法对式（12）两边

同乘 uo - s1 后取平方，代入式（7）并用 α(i)来

表示未知量，可以得到约束关系式：

α(13)+ sT
1 s1α(7)- 2sT

1α(10:11)=

α(4:5)γ1 + 2γ2α(3)+ (sT
1 ṡ1 )2 - 2sT

1 ṡ1 ṡT
1α(1:2) （13）

其中，γ1 = ṡ1ṡ1，γ2 = ṡ1(1) ṡ1(2)。

此外，受文献[23]的启发，可以利用Cauchy-

Schwartz不等式来收紧约束（12），即：

f o
1

2 ≤  ṡ1
2

（14）

同样地，用未知向量 α将不等式（14）改

写为：

α(7)≤ ṡT
1 ṡ1 （15）

接着，对式（8）进行整理，得到矩阵形式

的伪线性方程：

h -Gα =BDf （16）

其 中 ， 矩 阵 维 度 分 别 为 hÎR(N - 1)´ 1，

GÎR(N - 1)´ L1，BÎR(N - 1)´(N - 1)，它们具体的计算

式描述为：

[h]i1 = (sT
i ṡi )2 - f 2

i1sT
i si

[G]i1:2 = 2(sT
i ṡi ṡ

T
i - f 2

i1sT
i )

[G]i3:5 =[-2ẋi ẏi f
2

i1 - ẋ2
i  f

2
i1 - ẏ2

i ]

[G]i6:7 =[2fi1sT
i si s

T
i si ]

[G]i8:13 =[-4fi1sT
i  -2sT

i  2fi1 1]

[B]ii =-2f o
i d 2

i （17）

根据式（16），将其转化为一个带约束的加

权最小二乘（CWLS）问题，如下：

min
α

(h -Gα)TW -1 (h -Gα)

s.t. (11a)~(11d) (13) (15) （18）

其中，权重矩阵W近似等于式（16）中噪声项的

协方差矩阵，即W =Ε[BDfDf T BT ]= (B∑
f

BT)。

至此，问题（18）仍然是一个难以获得全局

最优解的非凸问题，所以要利用半正定松弛方法

将式（18）松弛为凸形式的半正定规划问题。那

么，需要引入一个未知矩阵X = é
ë
êêêê ù

û
úúúúααT α

αT 1
，其中

XÎRL2 ´ L2 L2 = L1 + 1，且矩阵X满足以下条件：

X -0 [X]L2L2
= 1 （19a）

rank(X)= 1 （19b）

由于未知矩阵X的引入，约束条件（11）被

重新改写为与X有关的计算式，如下：

X(3L2 ) =X(12)  X(4L2 ) =X(11) （20a）

X(5L2 ) =X(22)  X(7L2 ) =X(66) （20b）

X(8:9L2 ) =X(1:26)  X(10:11L2 ) =X(1:27) （20c）

X( )12L2
= tr ( X( )1:28:9 )  X(13L2 ) = tr(X(1:210:11) )（20d）

同样地，约束条件（13）被重新表述为：

tr(X(1:210:11) )+ sT
1 s1 X(66) - 2sT

1 X(1:27) =

γT
1 X( )4:5m + 2γ2 X( )12 + (sT

1 ṡ1 )2 - 2sT
1 ṡ1 ṡT

1 X( )1:2m

（21）

约束（15）则表述为：
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X(66) ≤ ṡT
1 ṡ1 （22）

这样，CWLS问题——式（18）就可以被重

新定义为如下形式：

min
X

  tr(ZX) 

s.t. (19a)(19b)

 (20a)~(20d)(21)(22) （23）

其中， Z = é
ë
êêêê ù

û
úúúúGTW -1G -GTW -1h

-hTW -1G hTW -1h
。由于约束

（19b）的存在，问题（23）仍然是非凸形式的，

因此不考虑此约束可以得到SDP问题（24）：

min
X

  tr(ZX) 

s.t. (19a)(20a)~(20d) 

(21)(22) （24）

由此，可以利用 SEDUMI 和 SDPT3 等凸优

化包，对式（24）进行求解，并通过式（25）提

取得到未知目标位置的估计值u：

u = α(1:2) （25）

然而，上文最终得到的 SDP 问题——

式（24）中，矩阵 Z 的计算需要权重矩阵 W 的

值，而矩阵 W 中包含噪声项的系数矩阵 B，显

然，由式（17）可知，系数矩阵B中的目标位置u

是本文所要估计的未知参数，这意味着暂时无法

获得权重矩阵W的具体值。由于求解SDP问题对

权重矩阵W的值并不敏感，因此，本文首先将W

设置为单位矩阵，从而获得u的粗略估计。在小

噪声范围内，粗略估计值与真实值是足够接近

的，随后可以利用粗略估计值生成权重矩阵W，

并最终得到未知参数u的精确解。

3　性能分析

3.1　克拉美罗下界分析

克拉美罗下界为任何无偏估计量的方差确定

了下限，因此在低高斯噪声水平下，可以用于评

估未知参数估计的性能。本文所提出的问题仅包

含一个未知参数 uo =[xo yo ]T。因此，根据

式（3），将问题的第 i个 FDOA测量误差值定义

为 εi，即：

εi = f o
i - f o

1 - fi1 i = 23… N （26）

其中，f o
i =-ρT

uosi
ṡi，f o

1 =-ρT
uos1

ṡ1。

将式（26）中所有测量误差的集合以向量的

形式表示为 ε =[ε2ε3…εN ]TÎRN - 1。那么，以

uo 为参数的概率密度函数可以由下列计算式定

义为：

ln p(uo )=-
1
2
εT∑

f

-1
ε （27）

其中，∑
f

为噪声的协方差矩阵。

因此，根据费希尔（Fisher）信息矩阵，未

知目标位置uo的CRLB表示为：

CRLB(uo )=-Ε
é

ë

ê
êê
ê¶2 (ln p(uo ))

¶uo¶uoT

ù

û

ú
úú
ú
-1

=

( ¶εT

¶uo∑
f

-1 ¶ε
¶uo )-1

（28）

其中，令Ñ
εuo =

¶ε
¶uo

，则其计算式为：

[Ñ
εuo ]i1:2 =

f o
1 (uo - s1 )

d 2
1

+
ṡ1

d1
-

f o
i (uo - si )

d 2
i

-
ṡi

di

（29）

3.2　均方误差分析

根据文献 [24]可知，由于 G 是列满秩的，

所以本文所提SDR方案的解等同于原始CWLS问

题——式（18）的最优解，因此直接从式（18）

中导出估计 uo 的均方误差；首先将 uo 的估计误

差表示为Duo，那么有如下计算式：

¶(Gα)

¶αT

¶α
¶uo

Duo »BDf （30）

根据式（30），令 J
uo =

¶α
¶uo

，那么其具体的

计算式为：

[J
uo ]1:21:2 = I2 [Juo ]31:2 =[yo xo ] （31a）
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[J
uo ]4:51:2 =

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

2xo 0
0 2yo （31b）

[J
uo ]6:71:2 = η1

¶f o
1

¶uoT
（31c）

[J
uo ]8:91:2 = uo ¶f o

1

¶uoT
+ f o

1 I2 （31d）

[J
uo ]10:111:2 = 2f o

1 uo ¶f o
1

¶uoT
+ f o2

1 I2 （31e）

[J
uo ]12:131:2 = 2η2uoT + η3

¶f o
1

¶uoT
（31f）

其中：

¶f o
1

¶uoT
=-

f o
1 (uo - s1 )T

d 2
1

-
ṡT

1

d1
（32a）

η1 =[1 2f o
1 ]T η2 =[ f o

1  f
o

1
2 ]T （32b）

η3 =[uoTuo 2uoTuo f o
1 ] （32c）

因此，式（30）可以重新表示为：

GJDuo »BDf （33）

令A =GJ，进而得到式（33）的WLS解：

Duo = (ATW -1 A)-1 AW -1 BDf （34）

那么，从问题（18）中导出的估计目标位置

uo的MSE理论值为：

MSEth (uo )= (ATW -1 A)-1 （35）

接着代入W -1 = (B∑f
BT )-1，式（35）又可

以表示为：

MSEth (uo )= ((B-1 A)T∑f

-1
B-1 A)-1 （36）

然后根据式（17）中G和B的定义，将两者

直接相乘得到：

[B-1G]i1:3 =[-pi (s
T
i ṡi ṡ

T
i - f 2

i1sT
i ) pi ẋi ẏi]

[B-1G]i4:5 =[-
1
2

pi ( f 2
i1 - ẋ2

i )-
1
2

pi ( f 2
i1 - ẏ2

i )]

[B-1G]i6:7 =[-pi fi1sT
i si-

1
2

pis
T
i si ]

[B-1G]i8:13 =[2pi fi1sT
i  pis

T
i -pi fi1-

1
2

pi ]（37）

其中，pi = ( f o
i d 2

i )-1。然后将式（37）与式（31）

中J的计算式相乘，就可以验证B-1GJ »
¶ε
¶uo

，那

么最终会得到 MSEth (uo )»CRLB(uo )，这意味着

在较低的高斯噪声水平下，本文SDP解的理论均

方误差值MSEth能够接近克拉美罗下界。

3.3　复杂度分析

在文献[22]中提出了仅使用 FDOA测量方法

来定位静态目标的两阶段加权最小二乘法，本文

所提出的半正定松弛算法是该模型的改进方法，

因此在本节中对两种算法的复杂度进行了比较。

根据文献[25]，求解半正定规划问题的最低复杂

度为：

O((m2∑
i = 1

Nsd

(nsd
i )2 +m∑

i = 1

Nsd

(nsd
i )3 +m3 )δ)   （38）

其中，δ = ψ log ( 1
ς )，m 是等式约束的数量，

Nsd是SDP锥的个数，nsd
i 为第 i个SDP锥的维度，

ψ =∑
i = 1

Nsd

nsd
i 是由所谓的屏障参数引起的迭代次数，

最后 ς表示SDP问题的求解精度。而加权最小二

乘法的复杂度为：

O(2m2n +mn2 +mn + n3 + n2 ) （39）

其中，m和n分别表示WLS中方程的数目以及未

知变量的维度。

根据上述复杂度计算式，得到两种方法与复

杂度有关的参数，其中半正定松弛方法与复杂度

有关的参数见表 1，两阶段加权最小二乘法与复

杂度有关的参数见表 2。由此，考虑在二维空间

下(k = 2)，根据表中参数，计算得到两种方法的

复杂度分别为：

CSDR »O(48 040 14 ln ( 1
ς )) （40a）

COSWLS »O(26(N - 1)(N + 6)+ 2 366) （40b）

CTSWLS »O(766) （40c）

由式（40a）~式（40c）可知，SDR 方法的

计算复杂度较高，因此它与TSWLS方法相比需

要更大的计算量，但是SDR方法在性能方面具有

更大的优势；当噪声水平逐渐增大时，SDR方法

的目标位置均方根估计误差更接近CRLB，这将
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在第4节中得到验证。

4　仿真分析

本节在二维场景下，通过仿真实验来评估所

提出的半正定松弛（SDR）方法的性能；其中传

感器的配置与文献[22]中的参数保持一致，即传

感器数量 N 为 16，传感器的位置在（−2 000, 

2 000）m的区间内随机生成，速度在（−15, 25）m/s

的区间内随机生成，传感器的位置见表 3，传感

器的速度见表4。

此外，噪声的协方差矩阵定义为∑f
= σ2 I。

利用MATLAB工具箱CVX求解SDP问题，其中

求解器为SEDUMI，然后根据目标位置的均方根

估计误差来评估性能，其定义表示如下：

RMSE(u)=
é

ë

ê
êê
ê1

L∑l = 1

L

 ul - uo
2ù

û

ú
úú
ú

1
2

（41）

其中，L=2 000为蒙特卡罗运行次数，ul为第 l次

运行时所获得的目标位置值。

对此，本文将与文献[22]中的TSWLS方法进

行对比，同时还将现有的高斯-牛顿迭代法[14]应

用到所提模型中。具体分为4个场景：噪声变化、

目标位置变化、传感器速度变化和传感器数量变

化。由此可以看出，在较高的高斯噪声水平或使

用较少的传感器下，本文所提SDR方法的性能优

于TSWLS方法；同时，该算法对于传感器速度

变化不敏感，对几何形状具有较高的鲁棒性。

4.1　噪声变化对均方根估计误差的影响

众所周知，定位误差会随着噪声的增大而增

大，从而导致各种算法的性能表现逐渐下降。由

于SDR算法考虑了变量之间严格的约束关系，因

此在理论上该算法的估计误差小于其他算法，具

有更高的抗噪声干扰的能力。对此，将所提SDR

方法在不同的噪声水平下与其他算法进行对比测

试以评估噪声变化下的性能优势。在此场景下，

将噪声方差的对数值 10lgσ2设置在[−35, 15]的区

间内，采用表 3 和表 4 中 16 个传感器的位置和

速度参数，并设置目标位置uo为[400 300]T。从

图 2 可以看出，OSWLS 的 RMSE 始终无法达到

CRLB精度。由于TSWLS根据第一阶段获得的解

进行进一步的精确估计，所以当噪声值小于−10

时，除了OSWLS以外，其他 3种算法的性能都

充分接近CRLB精度；但是当噪声值大于−10并

逐渐增大时，TSWLS 算法和高斯−牛顿迭代法

（G-Newton）的RMSE开始逐渐偏离，而SDR算

法由于有严格的约束限制，其RMSE在相比之下

表4　传感器的速度/（m·s−1）

编号

1

2

3

4

5

6

7

8

ẋi

2

−4

−3

22

24

−1

7

−8

ẏi

−13

15

−10

−13

−8

10

10

8

编号

9

10

11

12

13

14

15

16

ẋi

2

22

8

1

23

−15

8

12

ẏi

11

3

18

20

0

−22

7

−24

表3　传感器的位置/m

编号

1

2

3

4

5

6

7

8

xi

−1 135

1 214

964

−336

1 789

−123

−1 013

1 977

yi

−1 872

−1 843

−643

−1 225

−1 458

1 406

−274

1 711

编号

9

10

11

12

13

14

15

16

xi

−1 828

−1 995

475

−824

803

904

1 809

−1 635

yi

191

899

−511

−1 780

1 572

342

−557

−52

表1　半正定松弛方法与复杂度有关的参数

方案

半正定松弛（SDR）

m

10

Nsd

1

nsd
i

L2

表2　两阶段加权最小二乘法与复杂度有关的参数

方案

第一阶段加权最小二乘（OSWLS）

第二阶段加权最小二乘（TSWLS）

m

N−1

L1

n

L1

k
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能够更加接近CRLB精度。虽然牛顿迭代法对于

初始值的设置比较敏感，但是在该仿真实验中将

初始值设置在理想范围，因此其性能在低噪声范

围内，也表现良好。综上所述，所提出的SDR算

法在噪声变化时，特别是高噪声范围内，其性能

表现胜过其他算法。

4.2　目标位置变化对均方根估计误差的影响

根据目标位置的不同，传感器与其相关的几

何形状随之改变，因此各算法对目标位置的估计

误差也会受影响。当目标远离传感器附近，意味

着可能与传感器几乎共线时，传统的方法通常无

法可靠地处理这种几何形状导致定位精度下降。

对此，本节在目标位置变化的场景下同样采用

表 3和表 4中的 16个传感器的位置和速度参数来

评估SDR算法的性能；其中，设置目标位置的坐

标在（−1 000, 1 000）m的区间内随机生成，目

标的位置见表 5。此外，噪声值 10lgσ2 设置为固

定的−15。因此，目标位置变化对均方根误差的

影响如图 3所示；其中，问题的CRLB随着目标

位置的变化而变化；OSWLS的RMSE在任意的

目标位置下都无法达到CRLB精度；TSWLS性能

略有提升，但其RMSE只有在编号分别为1和7的

目标位置下接近CRLB，其余的都随着目标位置

的变化而产生了阈值效应。反观SDR算法，其性

能在不同位置下都充分接近CRLB。而G-Newton

相较于TSWLS，性能有明显提升，但在编号分别

为3、6、8的目标位置下，性能与SDR相比还存

在较大差距。这证实了SDR求解算法在目标位置

多样化的情况下的性能优势，也侧面反映了在较

差的几何定位场景下SDR方法是更好的选择。

4.3　传感器速度变化对均方根估计误差的影响

本文研究的目标定位模型中，传感器处于运

动状态，所以传感器与目标之间产生的多普勒效

应的显著程度也会影响系统的定位性能。因此本

节分析了传感器速度变化对各算法估计误差的影

响。目标和传感器的位置参数按前面第4.1节所述

场景设置，且噪声值保持为−15；不同之处就在

于传感器速度的变化，将其设置为 ṡk = k × ṡ，k表

示步长。传感器速度变化对均方根估计误差的影

响如图 4所示，随着传感器速度的不断增大，传

感器与目标之间产生的多普勒效应越来越显著，

使得各算法的性能逐渐提升。然而，由于

OSWLS没有变量间的约束限制，其性能始终无

法接近CRLB精度，TSWLS则利用第一阶段的粗

略解和估计误差获得更加精确的解，从而性能有

图2　噪声变化对均方根估计误差的影响

表5　目标的位置/m

编号

1

2

3

xo

400

500

800

yo

300

100

−100

编号

5

6

7

xo

−300

680

−260

yo

560

70

530

图3　目标位置变化对均方根估计误差的影响
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明显提升。从图4中可知，当 k在[0.2, 2]变化时，

SDR方法的RMSE从一开始的逐渐逼近到后面完

全接近CRLB，性能表现良好；当 k在[0.2, 0.8]内

波动速度较小时，TSWLS和G-Newton的估计误

差接近，但都高于SDR算法的估计误差，说明两

者的性能相对较差，而SDR算法对传感器速度变

化不敏感，性能表现优秀。

4.4　传感器数量变化对均方根估计误差的影响

通常情况下，传感器的数量也会影响定位的

性能。使用更多的接收机可以更好地对抗噪声，

同时意味着能够得到更高的定位精度。但是，在

实际场景中，使用更多的接收器存在一定的局限

性，不仅增加了定位系统的计算复杂性，而且在

要求同步的情况下，难以对设备进行管理，导致

成本增加。因此，本节对所提SDR算法和现有的

WLS以及G-Newton在达到最佳定位精度时需要

传感器的最小数量进行了研究。对此，不仅从

表 3和表 4中选择不同数量的传感器参数，还额

外添加了一个传感器，其位置以及速度参数分别

为[-500 500]T和[5 -10]T，以此验证各算法所需

的最少传感器数量；此外，目标位置与第 4.1节

噪声变化场景保持一致，即 uo =[400 300]T，并

且噪声值与第4.2节相同，保持在−15。因此，传

感器数量变化对均方根估计误差的影响如图 5所

示。从理论上分析，随着传感器数量的增加，各

个算法的RMSE会逐渐接近CRLB，从而达到最

佳精度。但在仿真实验中，由于 OSWLS 和

TSWLS方法无法实现严格的约束限制，当传感

器数量小于15时，其性能都远远达不到CRLB精

度；而牛顿迭代法表现最佳，其RMSE在传感器

数量从10到17变化时始终接近CRLB。SDR算法

与其相比，则稍微逊色，只有当传感器数量从11

开始，SDR 算法的 RMSE 开始逐渐逼近 CRLB，

直到传感器数量为14时，SDR算法就能够实现精

准的目标定位，这是因为此时SDR算法中的矩阵

G满足了列满秩这一条件，使得在较低的高斯噪

声范围内，SDR算法的RMSE能够接近CRLB精

度。综上所述，TSWLS达到最佳定位精度时至

少需要16个传感器，SDP算法则至少需要14个。

这说明所提出的SDR方法在真实的目标定位场景

中即使使用相对较少的传感器时也可以提供良好

的性能，从而节省了成本。因此所提SDR方法优

于TSWLS算法。

5　结束语

本文研究了在静态目标定位场景下，仅利用

到达频率差测量（FDOA）方法估计未知目标位

置的问题。通过引入辅助变量将高度非线性的方

程转化为伪线性方程，由此构造一个带约束的加

权最小二乘问题，然后利用半正定松弛（SDR）

图4　传感器速度变化对均方根估计误差的影响

图5　传感器数量变化对均方根估计误差的影响
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方法得到一个半正定规划（SDP）问题，由此进

一步精确对未知参数的估计。就计算复杂度而

言，TSWLS算法的计算量远小于 SDR方法，更

具有吸引力。但是从仿真分析来看，在较高的高

斯噪声水平范围内，随着噪声逐渐增大，TSWLS

方法的性能无法达到克拉美罗下界；与此同时，

TSWLS的局限性还在于它需要额外的传感器才

能正常工作，增加了一定的成本。而SDR算法在

使用较少的传感器时，其定位性能要比TSWLS

算法优秀，且对于传感器速度变化不敏感，对几

何形状具有较高的鲁棒性。在未来的工作中，希

望将所提出的方法推广到动态源定位问题当中，

实现更高精度的定位效果。
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